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SUR UN EXEMPLE DE RÉDUCTION D'INTÉGRALES ABÉLIENNES 
AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


[From the Comptes Rendus de l'Académie des Sciences de Paris, t. LXXXV. (Juillet — 
Décembre, 1877), pp. 265—268; 373, 374; 426—429; 472-475. 


JE reprends l’investigation de M. Hermite par rapport aux intégrales réductibles 


Î (1, z) de 
Vz.l—x.1+ax.l+bx.l — abr’ 


publiée sous ce même titre: “Sur un exemple, etc”, (Annales de la Société scientifique 
de Bruxelles, 1876). 


Nous avons les constantes a, b et les variables æ, y, u, v; et en posant 
X =x.l-x.1+ax.1l+bx.1 — abx, 
Y=y.1-7y.1+ay.1+0by.1 — aby 


(et c=V1+a.1+8), M. Hermite a effectué l'intégration, par fonctions elliptiques, des 
équations différentielles 


dax dy 2 
-=+ -= =— - (du+ dv), 
æadæ ydy__ 2 (du © di): 


= +t- ET E N 
NX NY c Vab 
il a en effet trouvé les expressions, au moyen des fonctions elliptiques de u, v, des 


fonctions symétriques æ+7, æy, et, de là, des cinq fonctions a, b, c, d, e dont je vais 
parler. 


Au cas d’une fonction X du sixième ordre, on a dans la théorie seize fonctions, 
savoir six fonctions a, b, c, d, e, f, et dix fonctions abf. cde, ..., ou (avec une notation 
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plus simple) ab, ac, ad, ae, be, bd, be, cd, ce, de: dans le cas d’une fonction du 
cinquième ordre, et ainsi dans le cas actuel, l’une des six fonctions, disons f, se réduit 
à l’unité, et l’on a les cinq fonctions a, b, c, d, e, et les dix fonctions ab, ..., de. 

Présentement, ces fonctions sont 

a = ty, 

b=1-x.1-—7, 

c=l+ax.l+ay, 

d=1+bx.1 + by, 

e= 1 — abx.1 — aby. 

MAN Tate dt a - Non ali po AEA 

ac = (Væ.l+az.1—y.1+0y.1 — aby — Vy.l+ay.1=x.1+0x.1—abx) + (x — y}, 


ad =(Vz.1+0x.1—7y.1+ay.1—aby — Vy.1+0y.1—4.1+ax.1 — abs} + (s — y}, 


ae=(Vx.1—abx.1—y.1+ay.1+by—Vy.1—aby.1=x.1+ax.1+0bx) + (x — y}, 


be=(V1-2.1+ac.y.1+0y.1—aby—NV1-y.1+ay.x.1+0bæ.1- abx) + (x — y}, 
bd=(Vl-x.1+0x.y.1+ay.1—aby—V1-y.1+0by.x.1+ax.1—abæ) + (x — y}, 


be=(Vl-x.1-—abx.y.1+ay.1+by—V1-y.1—aby.æ.l+ax.l—bx) +(x — y}, 
cd=(Vi+ar.1+bæ.y.1—y.1—aby — V1+ay.1+by.æ.1—x.1—abx) +(x — y}, 


ce=(Vl+aæ.1—abæ.y.1—y.1+0y—V1+ay.1—aby.æ.1—2.1+bx) + (x — y}, 
AOC TIST AR Par VER TC de le lrah+(e y}, 
et je remarque que la différence de deux quelconques des fonctions ab, ac,... est 
une fonction rationnelle et entière de x, y. On a, par exemple: 
ac—ad=a@—b. 1—abaxy, 
bc — bd= a — b.—1 + ab (x + y) — ab xy, 
be—cd=1 +a. 1+b-—1+abaxy, 
ce — de =a — b .— 1 + (@ + y) — ab sy. 


En faisant, comme auparavant, c=#V1+a.1 +b, et puis 
ck = Va + Vb, cl = Va — Vb, 
ch=1-Vab, d'=1+ Va; 

o = sn (u, k), o, = sn (v, l), 
y= cn (u, k), y = Cn (V, 0), 
ô =dn (u, k), à, = dn (v, l), 


www.rcin.org.pl 


216 SUR UN EXEMPLE DE RÉDUCTION D'INTÉGRALES ABÉLIENNES [666 


(où j'écris sn, cn, dn pour sin am, cos am, A am), et, pour un moment, 


E = Vab (yo + moô), n=c(— k'onô+l'oxyo), E= yos — Yo *, 


æ, y sont donnés au moyen des fonctions elliptiques a, y, Ò, c, y, à de «, v par 
les équations 
Mn? 2 
sty=f tE, =p, 


ou, ce qui est la même chose, on a identiquement 
Pa-(P+E-ma+E=B.2-a.2 y, 
de manière que x, y sont les racines de l'équation quadrique 
Pa (E+E-m)2+ ee =0. 
On a l'identité (due à M. Hermite) 
(P2 + Q2 + Re + SY — 85 (0° — o? Z 
=[o? (1 + az) (1 + bz) — œz] [o (1 + az) (1 + b2) — cz] x [£2 — (E + 87 — n°) z + 6°], 
Z=2.1-—-2.1+a2.1+0dz.1 — abz; 
et alors les valeurs de P, Q, R, $ sont 


ou 


P = — ab Vaboo, (yo: + yırò), 
Q= Vaboo,[ — (a + b — Vab) yos — (a +b + Vab) pod] + eab (Boy + Boy), 
R = oo, [(a + b — vab) yoô, — (a + b + Vab) po] + e (Boiyi — Boy), 
S = oo: (yo10 — où), 
lesquelles peuvent aussi s'écrire comme il suit: 
P = — aboo.Ë, 
Q = — aboo,t— cc Naboo, (yo + yo 8) + c? Nab (Soin + io), 
R= oé + coo, (Lyo — kya) + è (00r: — coy), 
S'= LAS 
et je remarque l'équation 
P+Q+R+S = yy (— keys, + l'or) 
= CyyN. 
En écrivant successivement z=%®, z =Ņ, et en choisissant convenablement les signes 
des radicaux, on obtient 
Pa + Qu? + Ra + 8 = cd, (° — oP) VX, 
Py + Qu + Ry + 8 = côù (° — oc) Y ; 
on conçoit sans peine que c’est à cause de ces expressions rationnelles des radicaux 
que l'intégration des équations différentielles réussit. 


* En écrivant 
on E=ynd+noô, n=-honè+loyà, Y =y- où, 
a 


E=NabE, n=cen, t=¢'; 


él ="yord, + 100. 


je me sers, dans la suite, de ce symbole 
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[Pp. 373—376*; 426—429.] Les valeurs de æ +y, æy donnent sans beaucoup de 
peine celles de a, b, c, d, e; mais les réductions pour obtenir les valeurs des dix 
fonctions ab, ..., de sont très pénibles; je donne seulement les résultats. Ces valeurs sont 


— l 
Va = abE . Yo — yır ð, 


Vb = TE an k'oyà T U'oryò, 


Jadé 

Ne= TE . loc —kèoy, 

dd = 2. om + key 
Jag CiY1 + kòy 


Ne ag ED k'oyù + l'oryè, 


où 
y E = yo + pod; 
et puis 
Vab = E .YN08 — k'l oo, 
Vac = mrs . k (U + lyt) oyò — l(k + i) on, 


E (lòcy — kõroy) 


— C 12 ’ 4 
ee Eten RP Pont) oyò + l(k + kè) oi, 


ae € à 12 2 / l9 
Ve ani loni) Ÿ ( + Py’) y + | (k + kyt) où, 


2 


vbe = F KB + US — kl (K oyt + loty’), 
dida 5 KB? + l'E + kl (Ko? + Vot’), 
vbe = F . — co8b, — yy, 

Vod = F EET EYT 

Sie i Fa -ta bot: e lo + klooi, 
Taa 5 SE Lt ko? + L jat — Ho. 


* Voir la note, p. 426 du volume.—Dans la seconde Communication (p. 373), une erreur de composition 
a fait placer, à la suite de la treizième ligne de la page 374, deux pages et demie de texte qui ne devaient 
trouver place que dans la Communication suivante. Nous rétablissons intégralement cette seconde Communi- 
cation: la troisième sera insérée dans le prochain numéro. 


TE 28 
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Les valeurs de a, b, c, d, e donnent 
\X VY = Va Vb Ve Va We 

A R 

(ab) £” 

x (lôcyı — kô,oy) (lory + kõioy) (k'ay, + l'oxyè), 


(yoi1à — yò) (— k'oyð, + l'aryè) 


= TIE (pod? — y?) (— koy + loys) (Loy? — kò) ; 


jai vérifié que le signe saccorde avec celui de la valeur obtenue au moyen des 
expressions rationnelles de VX, VY. 


On vérifie en partie les valeurs des fonctions Mab, Vac,.…., en considérant les 
différences des carrés de ces fonctions; mais ce calcul n’est pas toujours facile. Par 


exemple, nous avons 
ac — ad = (a — b) (1 — ab sy) 


= CR en _ pe 
T g”? (E €) 


4c?kl 
= TE ooryy dÙ) ; 


et cette valeur doit ainsi être égale à 


2 1 | 
a À Gomme E + Un) end — LE + mb 
1 i 
(Bo + kdoy) [k (1 + Lo) ayè + l (k + kyt) amat . 


Pour voir cela, j'écris pour le moment 
A =k (l+ By) oyè, B= 1 (k° + ky) ay, 
a = loy, B = kòy; 
l'équation devient ainsi 
4klosyy sð, (a — EY = (a + BY (A — BF - (a- 8) (A + BF, 
= 4 [a8 (4°+ B?) — AB (œ + 8); 


or, en remarquant que AB et aß contiennent chacun le facteur kloc yy 00, cette 
équation devient 


(a? ps, fda = 2 (lA + l2 +) o°y"0° An l ( 42 + ky} Try À? 
ai (4 4 Lont) ( ke2 + kt) (LÈT y? 4 k8 2o ?y?), 


c’est-à-dire 


(a? A B = [k2 (l2 +e 1) oy? —P ( ke2 À key’) oèy?] [l Ey +) 5 — (k? Fe k?y’) à°] : 
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or les deux facteurs à droite se réduisant l’un et l’autre à 
k2o°y 0? — loty, 
c'est-à-dire à (a° — 8°), la vérification est ainsi complétée. 
La différence be — cd donne un exemple beaucoup plus simple; on a 


be —cd=1+a.1+0(-—1+abxy) 
ar LA ER D, 


6 
= pe (— 400,7" 00) ; 


A 


l'équation à vérifier est ainsi 


— 4o0:yY 00, = (— oo, OÙ, — yy} — (— oo, dÙ, + yy’, 
ce qui est juste. 


[Pp. 472—475.] Je donne quelques autres formules dont je me suis servi dans le 
cours de cette recherche. Partant des expressions de £, n, & on a 
dE = adu + Ad = Vab{  [— còc, + yy (1 — 24%0°)] du 

+ [yy (1 — 280) — oo, ] do}, 

dn = pdu + mdu =cf{ [— kysy: + loo (—1 — ke + 2k*0?)] du 
+ [koo (1 + P — 20°) + l'yðyð: ] dvi, 

dé = vdu + vdv= { [— còc ð — yy (1 — 24*0°)] du 
+ [yy (A — 2P0?) + où | dv}; 


en prenant pour À, B, C des fonctions telles que 


A dE + Bdn + C'd£ = du + dv, 
on à 
AX + Bu + Cv =1, 


AN + Bu + Orv, = J A 
Je pose aussi 


Aë + B+ 0¢=0, 


et au moyen de ces équations, j'obtiens pour À, B, C les valeurs 


I 
TA ) 
T 
BV qui K 


CV =L(ET-W), 
28—2 
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où 

U = VÈ (cy + ào7y) + k'ay? (LOs + k8,07y), 

W = k'82 (doi: + doy) + lory (loi: + koy), 

V = 2 [12 + Lyt) ayè + (4° + ky) amd], 

V = (k'ay ò, + loys) (loy — kåoy) (loi + kòoy); 
et de là aussi 


M E 


3 (Sdryy1 — klo) (yod + yrd), 


Ur de : ({1 + Poot — Vab [(1 +KV) o — lat] Soy 


+ {1 — ko?o? + Vab [(1 + KV) oè — keo?) Gay). 
En admettant léquation 


dæ ‘dy uri 2 
Ne JUNE ER da ha 
on obtient sans peine les relations 
x Y-Y 
apr fee LME, 
EAN ar 


REA (EUR 
e sole J). 

P AIE aa i dE 
"k G) 
_ ctabnéd8, (o° — o?) 
La ad 


et, en multipliant par 
esè, (o° — oP) V XY, V, 
et dans les seconds membres, au lieu de 
ess, (o? — 0) VX, c58, (o°— 0) VY, 
substituant les valeurs 
Pa+Q2+Rz+S, Pÿ+Qÿ+Ry+S, 
on obtient, après quelques réductions simples, les équations 
c'ab00, (o° — o?) V À = abos éng — oo: En + eyyé k, 
” V B = aboa: Y (E + E — n) + 00:£ — QEG 
» VC = aboon(— 2E — E + 1) + QEn — eyy E, 
lesquelles satisfont, comme cela doit être, à la condition 
AË + Bn + C£= 0. 
Réciproquement, en vérifiant ces identités, ce qui est assez pénible, on obtient une 


démonstration de l'équation différentielle 


2 
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En écrivant, pour plus de simplicité, | 
AY = [WE BY =", Cv =" 6, 


les valeurs de W, B, © sont 
W = yn00 — kloc, 
B = (V + Ly!) oyÔ + (k + kyt) aid. 
© = {1 — Pos? — Vab [(1 + KV) o — Lo?]} 8oy, 
+ {1 — Boo + Vab[(1 + KV) o- ko]} Boy ; 


et des trois équations pour Aé, BË, oF, on déduit 


-Jagt P= o (Jz VP) 
B -o (3 yF). 


MANSA =a (z7 m 


27 EVE 
Fu. Te 
abẸ (x — y) 
et cest au moyen de ces équations que j'ai trouvé les valeurs ci-dessus données pour 
Vab, Vac, ...; on a, par exemple, 
NX NY (SE e y tr) - NX VY Ung 


E E y) NY Va Vb(x-y)Q Vab’ 


ce qui se réduit sans peine à Vab = 5 %W. Les dix fonctions contiennent de cette 


wio 


manière les facteurs suivants : 


Vab, W, 
Vac, (1+a)B-4 g An, 


Vad, +5 8-4/%ar 


Vae, (1 ab) B + VabY'», 


Vbe, TIR 
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ECM b 1 ssl 
Vbd, Lara Ue 
vbe, —6—WVabW'é 
Val, LET + BE En), 
Voe, À [a Vabm + WEC + a) (1 — ab) BE- En] 


Ne. 1 LD ab ne + (140) (1 — ab) BE En] 
mais il y a des dénominateurs variables qui contiennent des facteurs dont quelques- 


uns divisent les numérateurs, et la réduction aux formes ci-dessus données m'a 


coûté assez de peine. 
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